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EQUAZIONI DIFFERENZIALI








Premessa:





Data la funzione f(x) = 2x il problema di determinare tutte le sue primitive y=F(x) si traduce nell’equazione:


F’(x) = f(x)  (  y’ = 2x  od anche  �EMBED Equation.3���


Si tratta quindi di risolvere un’equazione in cui la variabile è rappresentata da una funzione della variabile x, questa equazione si chiama Equazione Differenziale.





Definizioni:





Una relazione  tra la variabile indipendente x, una funzione incognita y e la sua derivata prima y’, del tipo  


F( x, y, y’ ) = 0


    si dice Equazione differenziale del primo ordine .


    Tale equazione scritta in forma normale è


y’ = F( x, y )





 N.B. in tale equazione deve esserci obbligatoriamente y’, ma possono eventualmente   


 mancare y e x.


 es:			y’ = 2x	y’ = y		y’ = 2xy + 3





Una relazione tra la variabile indipendente x,  una funzione incognita y, la sua derivata prima y’ e la sua derivata seconda y’’, del tipo





F( x, y, y’, y’’ ) = 0





    prende il nome di Equazione Differenziale del secondo ordine.


    Tale equazione scritta in forma normale è


y’’ = F( x, y, y’ )





 N.B. in tale equazione deve esserci obbligatoriamente y’’, ma possono 


 eventualmente mancare y’, y e x.  


 


 es:				y’’ + y - x = 0	y’’ + 3y’ - 1 = 0 


�
In generale, una relazione tra la variabile indipendente x, una funzione incognita y e le sue derivate successive fino a quella di ordine n, del tipo





F( x, y, y’, y’’,........yn ) = 0





    viene detta Equazione Differenziale di ordine n.





Quindi l’ordine di un’equazione differenziale è dato dall’ordine massimo della derivata che vi figura.





es:		y’ + 2x = 1			equazione differenziale del primo ordine


		6y’’ + 3y’ - y = senx	equazione differenziale del secondo ordine


		y’’’ + 3y’ = 2		equazione differenziale del terzo ordine





Ogni funzione y = f(x) che soddisfa l’equazione differenziale data prende il nome di Soluzione o Integrale dell’equazione stessa, il suo diagramma si dice Curva Integrale 





    es:				y + y’ - 2xy’’ = x2 + 2





    è un’equazione differenziale del secondo ordine e la funzione 


				y = x2 + 2x  		ne è la soluzione:


    infatti 	y’ = 2x + 2  e  y’’ = 2	sostituendo nell’equazione data


���		x2 + 2x + 2x + 2 - 2x(2) = x2 + 2


		x2 + 2x + 2x + 2 - 4x = x2 + 2


		x2 + 2 = x2 + 2	si ottiene un’identità quindi la funzione data è una  


        					soluzione.





Risolvere o integrare un’equazione differenziale significa trovare tutte le sue soluzioni. Le soluzioni di un’equazione differenziale sono in genere infinite; esse dipendono da un numero di costanti arbitrarie pari all’ordine n dell’equazione stessa e sono rappresentate da un’espressione del tipo





y = f( x, c1, c2, c3, ..........,cn )





  che prende il nome di Integrale generale dell’equazione differenziale; ogni 


  funzione che si ottiene dall’integrale generale attribuendo particolari valori numerici  


  alle costanti c1, c2, c3,......., cn viene chiamata Integrale particolare.





N.B. In alcune situazioni, può capitare che l’integrale generale non comprenda tutte le soluzioni dell’equazione; vale a dire che può capitare che ci sia una soluzione che non è deducibile dall’integrale generale per alcun valore delle costanti, si parla allora di Integrale singolare. 


Ad esempio:


l’equazione differenziale  y’ = �EMBED Equation.3��� ammette fra le sue soluzioni la funzione   y = 0 (basta sostituire per verificarlo), il suo integrale generale è  y = ( x2 + c )2 e si vede subito che la funzione  y = 0 non si può ottenere da esso per nessun valore di  c finito o infinito. Essa è per tanto un integrale singolare di questa equazione.





Data un’equazione differenziale di ordine n, la richiesta di determinare l’integrale particolare  y = f(x)  che soddisfi  n  condizioni iniziali del tipo: 


    y(x0) = y0 , y’(x0) = y’0, .......yn-1(x0) = y0n-1  dove  


    x0, y0, y’0, ........, y0n-1   sono valori assegnati, viene chiamata Problema di Cauchy.





�EMBED Equation.3���








�
RISOLUZIONE DI EQUAZIONI DIFFERENZIALI DEL PRIMO ORDINE





1) Equazioni differenziali del tipo y’ = f(x)





Risolvere tale equazione significa trovare tutte le primitive di f(x), ma la totalità delle primitive di una funzione non è altro che l’integrale indefinito quindi:





�EMBED Equation.3���





esempio:


y’ = x2	(	�EMBED Equation.3���	


l’integrale generale dell’equazione data è perciò


�EMBED Equation.3���





2) Equazioni differenziali a variabili separabili





Un’equazione differenziale del primo ordine è a variabili separabili se, posto  


	y’ = �EMBED Equation.3��� , essa si può scrivere nella forma


p(y)dy = q(x)dx


dove p(y) e q(x) sono funzioni rispettivamente della sola variabile y e della sola variabile x. Per risolvere questa equazione, supponendo che q(x) e p(y) siano funzioni continue ciascuna nel proprio dominio e che ammettano quindi primitiva, si possono integrare i due membri dell’uguaglianza, ottenendo in questo modo l’integrale generale dell’equazione


�EMBED Equation.3���


Esempio 1:


		y’ = �EMBED Equation.3���	ponendo  y’ = �EMBED Equation.3���   (  �EMBED Equation.3��� = �EMBED Equation.3���


a tale punto per poter integrare occorre separare le variabili, bisogna per questo dividere 1° e 2° membro per y e moltiplicare per dx. Si osserva che y = 0 soddisfa l’equazione data, per cui si può dire che un suo integrale è  y = 0. Per poter determinare gli altri integrali supponiamo  y ( 0, separiamo le variabili dividendo per y e, proseguiamo i calcoli per ottenere l’integrale generale. Si osserverà poi se esiste un valore della costante per il  quale si ha y = 0. Se tale valore esiste allora y = 0 è un integrale particolare; se non esiste allora y = 0 è un integrale singolare.


Riprendiamo la risoluzione dell’esercizio proposto:


separando le variabili		�EMBED Equation.3���


integrando entrambe i membri		�EMBED Equation.3���


cerchiamo ora di esplicitare la y:


la costante c può essere scritta come   c = lnec    ( a tale scrittura ci si arriva ricordando che logaa=1, quindi  lne = 1; �EMBED Equation.3��� e per la proprietà dei logaritmi  clogab=logabc    (     c = lnec )


Ritornando alla soluzione


		ln(y(= ln(x(+ lnec    ricordando la proprietà  logab + logac = loga(bc)


		ln(y( = ln((x(ec)       ec è una costante positiva


		ln(y( = ln(xec(	(	(y( = (xec(  da cui eliminando i valori assoluti


		y=�EMBED Equation.3��� che possiamo indicare con K, possiamo riscrivere l’integrale generale nella forma


		y = Kx


Si osserva che per K = 0 si ha y = 0 per ogni x per cui si conclude che y=0 è un integrale particolare.





Esempio 2:


		y’ + 8x3y = 0


riscriviamo l’equazione in modo da separare le variabili


		�EMBED Equation.3��� = - 8x3y


e supponendo  y ( 0     �EMBED Equation.3���


integrando		�EMBED Equation.3���	(	ln(y(= - 2x4 + c


ricordando la definizione di logaritmo:  logab = x  ( ax = b


			(y(= �EMBED Equation.3���


			y = �EMBED Equation.3���


ponendo   �EMBED Equation.3���    integrale generale.


Tale integrale è stato trovato nell’ipotesi in cui y ( 0; tuttavia y=0 soddisfa l’equazione differenziale (sostituendo troviamo 0 = 0) ed è quindi anch’essa una soluzione; essa si ottiene dall’integrale generale per  c ( - (  allora y=0 è integrale particolare.


�
3) Equazioni lineari





Si dicono “lineari” quelle equazioni differenziali che sono di primo grado rispetto alla funzione incognita e alle sue derivate; perciò le equazioni differenziali lineari del primo ordine sono del tipo


y’ = a(x)y + b(x)			(1)


essendo a(x) e b(x) funzioni continue in un opportuno intervallo.


Si può dimostrare che l’integrale generale di questa equazione è dato dalla formula





�EMBED Equation.3���





Dimostrazione:





Consideriamo b(x) = 0. In tal caso l’equazione (1) diventa


				y’ = a(x)y       (2)


l’equazione (2) si dice omogenea associata alla data ed è a variabili separabili facilmente risolvibile


posto y’ = �EMBED Equation.3���  si ha, per  y ( 0		(	�EMBED Equation.3���=a(x)y	(	�EMBED Equation.3���


quindi


	�EMBED Equation.3���





essendo c una costante arbitraria, �EMBED Equation.3��� risulta un arbitrario numero reale diverso da 0; osservando che la (2) è soddisfatta anche per y=0, l’integrale generale della (2) diventa			�EMBED Equation.3���			(3)


Per risolvere la (1) si utilizza il Metodo di Lagrange :


- si risolve dapprima la (2), ossia l’equazione omogenea associata alla (1) ottenendo 


  così la (3).


- si sostituisce nell’espressione (3)  la costante k con una funzione incognita k(x), da  


  determinare in modo che l’equazione risultante, ossia


				y = k(x)�EMBED Equation.3���				(4)


  sia quella di una soluzione della (1).


Per affrontare l’ultimo punto dobbiamo sostituire nell’equazione (1) la funzione (4) e la sua derivata e determinare k(x) in modo che la relazione ottenuta diventi una identità.





                                                              


La derivata della funzione y è:


	�EMBED Equation.3���


sostituendo nella (1) si ottiene


	


��	k’(x) �EMBED Equation.3���+ k(x)a(x) �EMBED Equation.3��� = k(x)a(x) �EMBED Equation.3��� + b(x)





k’(x) �EMBED Equation.3��� = b(x)    (	�EMBED Equation.3���


da cui	      �EMBED Equation.3���


sostituendo k(x) nella (4) si ottiene la soluzione della (1):


	�EMBED Equation.3���           c.v.d.





Esempio 1:


				y’ = xy + 2x


a(x) = x    (    	�EMBED Equation.3���


b(x) = 2x   �EMBED Equation.3���


                          �EMBED Equation.3���


Sostituendo gli integrali calcolati nella formula risolutiva si ha:





	y = �EMBED Equation.3���        integrale generale























Esempio 2:


Risolvere l’equazione differenziale  �EMBED Equation.3��� , trovare poi la soluzione particolare che soddisfi alla condizione y(-1) = 0  (Problema di Cauchy)





�EMBED Equation.3����
4) Equazione di Bernoulli	





Un’equazione differenziale si dice di Bernoulli se assume la forma


			�EMBED Equation.3���	


con a(x) e b(x) continue in un intervallo opportuno e ( numero reale.


Con opportune sostituzioni si può dimostrare che l’integrale generale è:


			�EMBED Equation.3���





N.B. tale equazione ammette sempre tra le sue soluzioni  y = 0 ( basta sostituire e si ottiene 0=0 ) quindi occorre sempre verificare se tale soluzione si può estrarre dall’integrale generale per determinati valori della costante altrimenti bisogna affiancare questa soluzione all’integrale generale, in quest’ultimo caso quindi y = 0 sarà un integrale singolare.





Esempio:


			y’ = xy + xy3


�EMBED Equation.3����
5) Equazioni omogenee (o di Manfredi)





Si dice omogenea un’equazione che si può ricondurre alla forma


				�EMBED Equation.3���


In sostanza, per riconoscere quando un’equazione differenziale, data nella forma


�EMBED Equation.3��� , è omogenea, basta vedere se i polinomi  A(x,y) e B(x,y) sono omogenei.


Per risolvere questo tipo di equazioni operiamo la sostituzione


	�EMBED Equation.3���


si sostituisce y e y’ nell’equazione data e si ottiene un’equazione a variabili separabili.





Esempio:


		�EMBED Equation.3���





�EMBED Equation.3���





�
RISOLUZIONE DI EQUAZIONI DIFFERENZIALI DEL SECONDO ORDINE





1) Equazione del tipo  y’’=f(x)





esempio:   y’’=senx


con una prima integrazione si ottiene    �EMBED Equation.3���


integrando nuovamente si ha     �EMBED Equation.3���





2) Equazioni differenziali del secondo ordine lineari omogenee a coefficienti costanti





sono equazioni del tipo:


				y’’ + ay’ + by = 0


per determinare la soluzione di tale equazione si deve innanzitutto introdurre la così detta “equazione caratteristica”


				(2 + a( +b = 0


Questa è un’equazione algebrica di secondo grado, il cui discriminante è ( = a2 - 4b.


Si può dimostrare che:


1) ( > 0  (  l’equazione caratteristica ha due soluzioni reali e distinte  (1((2


    l’integrale generale dell’equazione differenziale data è allora


				�EMBED Equation.3���


2) ( = 0  (   l’equazione caratteristica ha due soluzioni reali e coincidenti (1=(2


    l’integrale generale dell’equazione differenziale data è allora


				�EMBED Equation.3���


3) ( < 0  (   l’equazione caratteristica ha due soluzioni complesse coniugate 


    (1,2= ( ( i(   l’integrale generale dell’equazione differenziale data è allora


				�EMBED Equation.3���


Esempi:





y’’ + 2y’ - 3y = 0


    l’equazione caratteristica è  (2 + 2( - 3 = 0  ed ha soluzioni


    �EMBED Equation.3���


y’’ + 4y’ + 4y = 0 


    l’equazione caratteristica è  (2 + 4( + 4 = 0  ed ha soluzioni


    �EMBED Equation.3���


     ( = 0    (    l’integrale generale è     y = c1e-2x + c2xe-2x 


y’’ - 2y’ + 5y = 0


    l’equazione caratteristica è  (2 - 2( + 5 = 0  ed ha soluzioni


    �EMBED Equation.3���


     ( < 0    (    l’integrale generale è      y = ex(c1cos2x + c2sen2x)


Determinare l’equazione di una funzione  y = f(x) tale che


				�EMBED Equation.3���                              	(1)


Per determinare l’integrale generale dell’equazione differenziale, risolviamo l’equazione caratteristica  (2 - 6( + 9 = 0 . Il suo discriminante è zero e si ha (1=(2=3. L’integrale generale è quindi


				y = c1e3x + c2xe3x 				(2)


da esso derivando si ha 	y’ = 3c1e3x + c2e3x + 3c2xe3x		(3)


Affinché sia soddisfatta la condizione  y(0) = 1, occorre che la (2) sia verificata per x=0 e y=1    (   1 = c1 , mentre affinché sia soddisfatta la condizione y’(0)=5, la (3) dev’essere verificata per x=0 e y’=5  (  5 = 3c1 + c2; risolviamo quindi il sistema


		�EMBED Equation.3���


la funzione richiesta è quindi


				y=e3x + 2xe3x





�
3) Equazioni differenziali del secondo ordine non omogenee a coefficienti costanti





Un’equazione di questo tipo assume la forma:


y’’ + ay’ +by = r(x)                (1)


dove r(x) è una funzione continua in un opportuno intervallo.


l’integrale generale di un’equazione differenziale non omogenea a coefficienti costanti è:


y = y0 + yp


dove


y0 è l’integrale generale dell’omogenea associata, cioè dell’equazione y’’+ay’+by=0


yp è un integrale particolare.


Per determinare l’integrale particolare yp bisogna distinguere vari casi:





a) Caso in cui al secondo membro si ha un polinomio di grado n





r(x) = p(x)





allora yp sarà anch’esso un polinomio di grado m i cui coefficienti si determinano in modo che soddisfi la  (1) .


Il grado m sarà:


		m = n		se		b ( 0


		m = n+1	se		b = 0 ( a ( 0


		m = n+2	se		b = 0 ( a = 0





Ricordiamo che un polinomio di grado:


		0	è del tipo 	p(x) = A


		1	è del tipo	p(x) = Ax + B


		2	è del tipo	p(x) = Ax2 + Bx + C


		3	è del tipo	p(x) = Ax3 + Bx2 +Cx + D		ecc.





�
Esempio 1:


			y’’ + 3y = -x + 6





a = 0    b = 3    p(x) = -x + 6 ha grado 1.





Ricerca della soluzione y0:





	y’’ + 3y = 0		(	(2+3 = 0	(	(2 = -3	(	�EMBED Equation.3���


	( = 0  �EMBED Equation.3���


				     y0 = �EMBED Equation.3���


Ricerca della soluzione yp:





siccome b ( 0  (  yp ha lo stesso grado di p(x) cioè 1  (  yp = Ax+B


yp deve soddisfare l’equazione data per cui calcoliamo  y’p  e  y’’p  e sostituiamo nell’equazione in modo da ottenere un’identità:





		y’p = A  e  y’’p = 0       sostituiamo nell’equazione di partenza:


		0 + 3(Ax+B) = -x + 6


		3Ax + 3B = -x + 6


		3Ax + 3B = -x + 6


������                                                          


�





confrontando i due membri, per ottenere un’identità dovrà risultare:





	�EMBED Equation.3���





L’integrale generale è dato quindi da:


	


	�EMBED Equation.3���








�
Esempio 2:


			y’’ + 2y’ = x





In questa equazione p(x) è un polinomio di primo grado e, poiché è  b = 0, l’integrale particolare yp sarà un polinomio di grado m = n+1 = 1+1 = 2.


Sia quindi yp = Ax2 + Bx + C; dobbiamo determinare i coefficienti A, B, C in modo che yp soddisfi l’equazione data.





Essendo y’p= 2Ax + B  e   y’’p = 2A, dovrà risultare


		


		2A + 2(2Ax + B) = x    (   4Ax + 2A + 2B = x





e confrontando i due membri


	�EMBED Equation.3���


Determiniamo ora l’integrale dell’equazione omogenea associata:





		y’’ + 2y’ = 0





la cui equazione caratteristica è     (2 + 2( = 0   (   (1 = 0  e  (2 = -2


esso è


			y0 = c1e0x + c2e-2x    (   y0 = c1 + c2e-2x





L’integrale generale dell’equazione data è quindi dato dalla somma di quest’ultima funzione e dell’integrale particolare prima trovato:





			�EMBED Equation.3���





Conglobando le due costanti c1 e C in un’unica costante c3, si ottiene l’integrale generale:		�EMBED Equation.3���





�
b) Caso in cui al secondo membro si ha una funzione del tipo  r(x) = Ae(x





Siano (1 e (2 le soluzioni dell’equazione caratteristica dell’equazione omogenea associata:


( ( (1 ( ( ( (2		(	yp = Be(x       


( = (1 ( (2		(	yp = Bxe(x


( = (1 = (2		(	yp = Bx2e(x





con B costante da determinare in modo che yp soddisfi l’equazione data.





Esempio:


			y’’ + y’ - 2y = 3e-2x





L’equazione caratteristica dell’equazione omogenea associata è:





			(2 + ( - 2 = 0


che ammette come soluzioni  (1 = -2  e  (2 = 1   (  y0 = c1e-2x + c2ex.


Per determinare yp siamo nel caso in cui ( = -2 coincide con (1, dovremo perciò porre


			yp = Bxe-2x





determiniamo B, calcolando, dapprima


			


			y’p = Be-2x - 2Bxe-2x = Be-2x(1 - 2x)


			y’’p = -2Be-2x(1 - 2x) - 2Be -2x = 4Be-2x(x - 1)





e, poi, sostituendo nell’equazione di partenza


����


			4Be-2x(x - 1) + Be-2x(1 - 2x) - 2Bxe-2x = 3e-2x


���			


			B(4x - 4 + 1 - 2x - 2x) = 3


			


			-3B = 3	(	B = -1


Si ha così


			yp = -xe-2x





L’integrale generale è allora


			


		y = y0 + yp		(	y = c1e-2x + c2ex - xe-2x








�
c) Caso in cui al secondo membro si ha una funzione del tipo


			r(x) = Csen(x + Dcos(x		con C, D, ( costanti








Siano (1 e (2 le soluzioni dell’equazione caratteristica dell’equazione omogenea associata:





i( ( (1  ( i( ( (2 	(	yp  = Asen(x + Bcos(x


i( = (1 ( i( = (2	(	yp = x(Asen(x + Bcos(x)





con A e B costanti da determinare in modo che yp soddisfi l’equazione data.





Esempio:


			y’’ -y’ = cosx





L’equazione omogenea associata e la sua equazione caratteristica sono, rispettivamente


y’’ - y’ = 0;		(2 - ( = 0	(	(1 = 0 e (2 = 1	(	y0 = c1e0x + c2ex


da cui				y0 = c1 + c2ex





In questo caso è C = 0, D = 1, ( = 1; poichè quindi i( = i  non è soluzione dell’equazione caratteristica, porremo





			yp = Asenx + Bcosx





dopo aver trovato  y’p = Acosx - Bsenx  e  y’’p = -Asenx - Bcosx, sostituiamo nell’equazione di partenza ottenendo





		-Asenx - Bcosx -Acosx + Bsenx = cosx





		(B - A)senx - (B + A)cosx = cosx





Affinché l’uguaglianza sia vera per qualsiasi valore di x, dovrà essere


	�EMBED Equation.3���





L’integrale generale è quindi:


	y = y0 + yp		(		�EMBED Equation.3���


�
Tabella riassuntiva delle soluzioni dei principali tipi di Equazioni differenziali





Primo Ordine





	Tipo			Forma			Integrale generale





Immediate			y’ = f(x)			y = �EMBED Equation.3��� = F(x) + c


Variabili separabili	p(y)dy = q(x)dx		�EMBED Equation.3���


Equazioni lineari		y’= a(x)y + b(x)	�EMBED Equation.3���


Equazione di Bernoulli	y’=a(x)y + b(x)y(	�EMBED Equation.3���


Equazioni omogenee	�EMBED Equation.3���		posto t = �EMBED Equation.3���  (  y = tx   (  y’ = t’x +t   


							si ottiene un’equazione a variabili separabili





Secondo Ordine





	Tipo			Forma			Integrale generale





Immediate			y’’=f(x)		y’ =�EMBED Equation.3���


omogenea 


    a coefficienti costanti	y’’+ ay’+ by = 0	eq. caratteristica (2 + a( + b = 0


							se ( > 0  	(1((2    	y = c1e(1x+c2e(2x


							se ( = 0  	(1=(2    	y = c1e(1x+c2xe(1x


						        	se ( < 0  	(1,2 = ( ( i(   


									y = e(x(c1cos(x+c2sen(x)


non omogenea 		y’’ + ay’ +by = r(x)	y = y0 + yp    	y0 soluzione omogenea associata


    a coefficienti costanti						yp integrale particolare





    Ricerca di yp


	


	r(x)			Condizioni			yp





polinomio di grado n		b ( 0				polinomio di grado n


				b = 0 ( a ( 0			polinomio di grado n+1


				b = 0 ( a = 0			polinomio di grado n+2





Ae(x				(((1 ( (((2			Be(x


				( = (1 ( (2			Bxe(x


				( = (1 = (2			Bx2e(x





Csen(x + Dcos(x		i( ( (1 ( i( ( (2		Asen(x + Bcos(x


				i( = (1 ( i( = (2		x(Asen(x + Bcos(x)





�PAGE  �19�











�EMBED MS_ClipArt_Gallery.5���





�





A cura di:


Prof.  Bernardini Giampaolo


Prof.ssa  Cecchini Fabrizia











